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1. Desigualdades e inecuaciones de primer grado

Hemos visto ecuaciones de 1°y 2° grados, en los cuales el nimero de soluciones
era siempre finito, o sea, una solucidén, dos soluciones. En este tema veremos un
concepto nuevo, el de inecuacion, el cual consiste en hallar los valores que cumplan una
cierta expresion (desigualdad) matematica. En este caso, por regla general el numero de
soluciones sera infinito.

Ecuacion: 2x-3=40 x= como podemos comprobar la solucién es unica.

SIS YRS

Inecuacion: 2x-3<40 xg en este caso vemos que hay infinitas soluciones,

todos los valores de x menores o iguales que 7/2.

Por otra parte, necesitamos “expresar matematicamente” todos los valores de x
menores o iguales que 7/2. Vamos a recordarlo. Habia dos formas mediante intervalos y
graficamente:

0

los nimeros comprendidos entre - y
el niimero 7/2, incluyendo el numero
7/2. Graficamente seria una flecha que parte del numero 7/2 y sefala hacia la izquierda
(todos los nimeros que hay a su izquierda).

Las demas situaciones posibles las podemos expresar:

7 07
X2 — .t o @que significa todos t >

7 70 .
x < 5 J- ) f que significa todos < L

7/2

2 2

los ntimeros comprendidos entre el
niamero 7/2 y el +oo, incluyendo el
numero 7/2. Graficamente seria una flecha que parte del nimero 7/2 y sefiala hacia la
derecha (todos los nimeros que haya a su derecha incluyendo el 7/2).

h J

7/2

7/2

x< 7 H' o ,quue significa todos los
2 0 20

numeros comprendidos entre -0 y el nimero 7/2,

sin incluir al nimero 7/2. Graficamente seria una flecha que parte del nimero 7/2 y
sefiala hacia la izquierda (todos los numeros que hay a su izquierda sin incluirlo).
7

H7 H o d
x> — —to Jque significa todos los

2 02 0 712
nimeros comprendidos entre 7/2 y +oo, sin incluir
al nimero 7/2. Graficamente seria una flecha que parte del nimero 7/2 y sefiala hacia la
derecha (todos los nimeros que hay a su derecha sin incluirlo).




Problema ejemplo.- En un vehiculo se cargan tres contenedores de igual peso y un
bidon de 230 kg. Si la carga maxima del vehiculo es de 1.400 kg. ;entre qué valores
puede oscilar el peso de los contenedores?

Planteamiento: 3x+ 230< 1400 Solucion: x < 390

Definicion.- Una inecuacion es una desigualdad en la que aparecen numeros y letras, llamadas
incégnitas. ¢Para qué valores de x es cierto que ...<... (miembro de la izquierda es menor que el de la
derecha? Las respuestas a esta pregunta son las soluciones de la inecuacion.

Propiedades de las desigualdades:
1%) Si se suma un nimero a los dos miembros de una desigualdad, se obtiene una
desigualdad del mismo sentido que la primera (equivalente a la primera).

451 3x+5<x-3
. - . Gt 8- 5¢ vm 3o
Ejemplo numérico 4435 143 Ejemplo. 3x 2 f_x83 5
XS X~

2%) Si se multiplican o dividen los dos miembros de una desigualdad por un
mismo numero positivo, la desigualdad que resulta no varia su sentido. En cambio si el
numero es negativo, cambia el sentido de la desigualdad.

Ejemplo numérico Ejemplo numérico Ejemplo 1°: Ejemplo 2°:
2x+12x+2
4>1
4>1 4--3<1--3 @2)“1@
43513 s 35230t 2)
12> 3 2x+123x+ 6
2x+l> i
_3 2 X
2x+ 1
—3@ @S-3(x+2)
-3
2x+1<-3x-6

este cambio de sentido del simbolo de la desigualdad puedes quizas entenderlo mejor
en el caso numérico. Estaras de acuerdo en que 3 < 6, si multiplicas ambos miembros
por un nimero negativo, ;qué ocurre?, pues que cambia el signo de la desigualdad: -3 >
-6.

Ejemplos de resolucion de una inecuacion, trata de explicar cada paso:

x-2<3x+8
] 4x-2< 2x+ 8
Xo3xs 8+ 2 4x ) <;+2 35+ 5¢3x- 4
- 2x< 10 X e 3x-3x< -4-5
10 2x< 10
X2 Ox< -9
-9 x<5 lucié
no sotucion
x2-5 (-00’5]
- 540)

ahora un poco mas dificiles:



2x-1

< -23x- 5)
2x+ 42 23x- ) . . 5
2x+ 42 6x-2 <-6xt10 L3k 1)2 -2 7’“
2u-brz-2-4 2x- 1< - 18x+ 30 X425
" 4x2 -6 2x+ 18x< 30+ 1 2(2+2) 2
X
Lo O 20x < 31 -6 xz -4- sy
-4 31 X+ 2-6x- 62 -4- Sx
3 X< )
xSE 20 Ox20 Sol .l -(-oo,oo)
-0, 2
I 207

observa si “un nimero negativo multiplica a la x, pasa dividiendo al otro miembro, pero
CAMBIA el signo de la desigualdad.

Ejercicios.- Resolver las siguientes inecuaciones :

a)2x+4>0 b)3-5x<8 c)2x+4<3x-3
d)-2x+ 42 x-2 o) 2t ac
3 2

f)2lx+ 4)- 5x< 2(1- 2x)+ 2
g)-2x+72§-3 h)2(x-2)+3x<5x+ 6 i)3x-4<2(x- 1)
7 2x+1)-32x-1)< x+ 2(2- x) k)3-2(2x-3)< 5-3(x- 3)
I)Zx-3_5x-1<_3l 11)x+1>2-3x+4x-1

8 2 4 10 5 2
m) 5x- 2)—%< 3(x- 1)+ 2x n)3x+ 7-5(2x-3)2 x;—l
ﬁ)3(x-l)_x>x-3 0)4x-1S2x+2

2 2

2. Sistemas de dos inecuaciones y una incognita

Nos encontraremos dos inecuaciones (normalmente) y se trata de encontrar los
valores de la incognita (x) que hacen que se cumplan las dos inecuaciones a la vez.
Ejemplo :

Xt 5% 7% Se resuelven por separado y se representan sobre la misma recta real: Las
x+2>1p
soluciones de las inecuaciones son x < 2 y x > -1 respectivamente. La solucion del
sistema serd la de aquellos valores de la incdgnita que son a la vez menores o iguales
que el 2 y mayores que el —1. O sea, nimeros mayores que el —1 (por ejemplo —0,9999,
-0,5, etc sin incluir al —1) y a la vez menores o iguales que el 2 (el 2, el 1,5, etc). El
intervalo seria (- 1,2] .Y graficamente:

<

>

La solucién del sistema seria donde

coinciden las soluciones de las dos O
inecuaciones, es decir, en al intervalo (-1, -1
2].



Podemos encontrarnos otros tres tipos de soluciones:

Ejemplo.- 4>

x+ 5270 x2 210 >

t2s 1% La solucidn es: o> - 1%[2,+00)

Ejemplo.- —P

xt 5270 ) . x22[0 <
0 No tiene solucién ya que: 0

x+2<1f x< -1 0

[NBY

Ejemplo.- <

xt+5<70 4+—

0 La solucion es:
xt2<1p

x< 210 -1 2
x<-1H( ° 1)

Ejercicio :
Resolver los siguientes sistemas de inecuaciones.

a) 3x-2<x+4 [ b) x+1<3x+5 ([
2x+12 3x+2 2(x-1)< x+ 3H

C)X+520D d) 2X+4>0
x-3>00 -2x+72§-3

e) xt5<00 f) 2x-3<1-3x0
x- 3¢ OH 2x-3<4 H

3.- Inecuaciones de segundo grado y de orden superior.

Consideremos la inecuacion de segundo grado: x* — 5x + 4 > 0. Resolverla es
buscar los valores de la x que hacen que el miembro de la izquierda sea positivo (>0).
El procedimiento mas sencillo consiste en factorizar el polinomio (encontrar las dos
raices por Ruffini o bien aplicando la formula). Las dos raices (o las dos soluciones) son
los dos valores de la x que hacen que x* — 5x + 4 valga 0 los restantes valores de la x
haran que x* — 5x + 4 sea distinto de 0 (un nimero positivo o negativo).

Factorizando x* — 5x + 4 = (x - 1)(x - 4), es decir que el valor 1 y €l 4 son los dos
unicos valores de x que igualan a 0 el polinomio, los restantes valores seran distintos de
0. Observa la recta real:

El 1 y el 4 hacen 0 la ecuacion, y los

, O (@)
restantes numeros hacen que el resultado

sea positivo o negativo, jy como lo 1 4
sabemos?. Escogemos un niimero mayor

que el 4 y lo sustituimos en la ecuacion x* — 5x + 4 = (x - 1)(x - 4),0 mejor en la
ecuacion factorizada y sélo debes anotar el signo del resultado. Tomemos el 5 y
sustituimos: (5 - 1) - (5 - 4) es >0, luego positivo. Si escoges otro nimero mayor que 4
el resultado también sera positivo. Entre el 1 y el 4 cogemos otro niimero (el 2) y
sustituimos: (2 - 1) - (2 — 4) es <0, luego negativo. Si escoges otro nimero comprendido
entre 1 y 4 el resultado también serd negativo. Por Gltimo, escogemos un numero menor



que 1 (el 0) y sustituimos (0 — 1) - (0 - 4) es >0, (menos por menos ,+) luego positivo. Si
escoges otro nimero menor que 1, el resultado también sera positivo.

Volvamos a la grafica y a la inecuacion inicial, nos piden x* — 5x + 4 > 0 donde
sea positivo y distinto de cero, luego desde el - hasta el 1 (sin incluir al 1) y desde el
niimero 4 (sin incluirlo) hasta el +oo. (- #,1)0 (4,0,

Ejemplo.- Resolver x* — 5x + 4 < 0. Nos vale la grafica del ejercicio anterior (1,4) .
Ejemplo.- Resolver x - 5x+ 42> 0 Nos vale la grafica del ejercicio anterior, y hay que
tener en cuenta que puede valer 0, luego la solucion seria: (- © ,1] 0 [4,+ © )

Ejemplo.- Resolver x* — 5x +4 < 0. La solucion seria: [1,4] :

Ejemplo.- Resolver x2+ x- 6< (), aplicando la formula para encontrar las dos soluciones:

LooleVvd -

5 T, sol.x, = 2, x,=-3.0bserva la gréfica:

Los valores negativos son los comprendidos entre —3 y 2 y valen cero en -3 y en 2.
Luego la solucidn tiene la forma: [- 3,2]
Ejemplo.- Resolver 9x* + 6x + 1 > 0,

) )
A\ A\
-3 2
_-6:36-36_-6+0_-6_-1

— solucién unica . Esto quiere decir que ese valor de la x es el unico que iguala

18 TR
a 0 la inecuacion, los restantes valores de x haran que sea distinto de cero (positivo o negativo, ;como averiguarlo?).
0-10

La solucién esl - [J——[, es decir, cualquier nimero real al sustituirlo dara positivo salvo el —1/3 que lo iguala a

Cero.

+ /49 - +A/-
Ejemplo.- Resolver 5x2 - 7x+ 32> ( apliquemos la férmula, x = Tt f(? 60 7t m 1 No tiene solucion ,
esto quiere decir, que no hay ningun valor de x que haga que eso valga cero, pero haran que sea distinto de cero
(positivo o negativo), y sera positivo o negativo, no las dos posibilidades pues NUNCA vale 0. Vamos a resolverla,
tomamos un valor de x (siempre el 0 sera el mas sencillo) y lo sustituimos en la inecuacion. POSITIVO. Me piden

que sea positivo o igual a cero (NUNCA) luego la solucién es [J.

Ejemplo.- Resolver 3x - 5x + 1 = 0, aplicamos la formula,
C5¢425-12 5413 54413 513, N
X = 5 = 5 sol. x, = e T S ;qué crees?.

Ejemplo.- Resolver x* —4x > 0 como la ecuacion es incompleta saquemos factor comin x(x - 4) > 0, los dos valores
que igualan a 0 son el 0 y el 4:

+ J—

) )

O O
Solucién: (- #.,0/0 (4,40 ). 0 4
Ejemplo.- Resolver x*-4<0 como Ia
ecuacion es incompleta, la resolvemos depejando x* y
posteriormente la expresamos factorizada: +
(x - 2)()6 + 2) < 0, los dos valores de x que igualan a 0 O _ O
sonel2yel-2:

-2 2

Vamos a resolver las inecuaciones de
grado superior a 2:

Ejemplo.- Resolver la inecuacion x* - 4x < 0, resolverla es buscar los valores de la x
que hacen que el miembro de la izquierda sea negativo (<0). El procedimiento mas
sencillo consiste en factorizar el polinomio (en este caso podemos sacar fator comun Xx),



x(x* —4) <0, o lo que es lo mismo x(x - 2)(x + 2) < 0. Tenemos tres valores de x (el 0,
2, -2) que hacen que ese producto valga 0, los restantes valores de la x haran que ese
producto sea distinto de 0, bien positivo o negativo. El estudio es el mismo que antes,
dibujamos y sefialamos sobre la recta real los valores que hacen 0 el producto y vamos
tomando valores de x y se sustituye en la ecuacion inicial para ver el signo de la
operacion. Observa la grafica:

Los valores de la x que hacen negativo el — . * - ~
producto son: (- 0 ,- 2) 0 (0,2), U © O
Ejemplo.- Resolver la  inecuacion ) 0 2

x’ - 4x< 0, la grafica del ejercicio anterior
nos vale, aunque en la solucidon tenemos que introducir la posibilidad de que pueda valer
0 el producto: (- 0 - 2] 0 [O,2]

Ejemplo.- Resolver la inecuacion: + _ _ ¥
- 4x%< 0, la inecuacion es de O O O

grado 4 pero solo tiene tres soluciones 5 0 )

(el 0 es solucion doble). El dibujo

cambia:

jcompruébalo!.

En este caso la solucion sera: [- 2,2] . Si la inecuacion fuera:

Ejemplo.- x* - 4x* < 0, de la solucion anterior tenemos que quitar los tres valores de x
que hacen que valga 0: (' 2,2) - {0} )

Ejemplo, resuelve la inecuacion x* — 3x* — 13 x* + 9x +30 > 0. Por Ruffini queda de la
forma siguiente:

P(x) = (x + 2)(x - 5)(x*-3)

0 O
E x+2=00 x=-2 B
por lo que la ecuacion queda: (x+2)(x=5)(x*-3)=0 D x-5= 00 x= 53 0
2 X =
x“-3=00
. x = -V3f
representemos las cuatro soluciones:
+ +
La solucién seré: (- o ,-2)0 (- /3,00 [3,+a] o— 05 o— o~
Ejemplo Encuentra la soluciones de la inecuacion 9x*+ 6x’5x >0.Lop \/agzero que haggmos es -
sacar factor comun x, y nos queda x( 9x*>+ 6x + 1) = 0. Ya tenemos la primera solucmn Xi para obtener las dos
restantes (la ecuacion es clibica) aplicamos la formula general:
+ - - +
) ) )
N N N
173 0 1/3

Lo 6:36-36_ -6+0_-6_-1

= = = — solucion unica
18 18 18 3

en definitiva, los valores de x que hacen que la inecuacién valga 0 son: 0, -1/3 y —1/3,
los restantes valores de x haran que sea negativo o positivo:

4.- Inecuaciones con cocientes



. . ) ., L. xt5
Una inecuacidn con cocientes es una expresion de la siguiente forma: >0
x-

Se resuelve de forma analoga a las ecuaciones facorizadas. El cociente de dos niumeros
sera positivo si ambos son positivos a la vez o negativos a la vez.

Ejemplo.- Resolver la inecuacion > 0. Estudiamos numerador y denominador

3 -
por separado. Vemos donde el numerador y el denominador valen 0 (ya sabes que
NUNCA puede valer 0 el denominador) y le damos a x valores entre esos valores y
estudiamos su signo. Asi, el numerador vale 0 si x vale -5, y el denominador vale 0
cuando x se 3. A continuacion sefialamos en la recta real esos valores. Tomamos el
valor 4 (mayor que 3) y al sustituir en la inecuacidén inicial el numerador y el
denominador salen positivos (y su

cociente también, luego +). Tomamos el + _

valor de x=0 (comprendido entre —5 y 3) ® O
el numerador es positivo y el
denominador negativo (y su cociente
negativo, luego -). Por tltimo damos el valor —7 (menor que —5) al sustituirlo en la
inecuacion, el numerador y el denominador salen negativos (aunque su cociente es
positivo, luego +). Observa la grafica. Hemos rellenado el —5 porque ese valor SI esta
permintido para la x, en cambio hemos dejado vacio el del 3 porque no podemos dividir
x+5

-5 3

por el numero 0. Por otra parte, nos piden en la inecuacion inicial que 2 Osea

positivo o igual a 0, luego la solucion sera: (- 0 - 5] 0 (3,+ ® ) .

+5
Ejemplo.- Resolver SRR 0, solo donde es negativo, luego la solucion sera: (- 5,3) .

x-

x+5
Ejemplo.- Resolver < 0, donde es negativo o igual a 0, luego la solucion sera:

-
- 53).
Ejemplo.- Resolver >0, donde solo es positivo, luego la solucion sera:
-
050 300).
Ejemplo.- Resolver 5 4s 0. EI
¥2 -
numerador vale 0 en x = 0, y el B + B
denominador vale 0 (ya sabes que O ® O
NUNCA puede valer 0) en 2 y en —2.
-2 0 2

Observa la grafica. La solucion estara
formada por los valores de x que hacen

que ese cociente sea negativo o igual a 0. (- 0 - 2) 0 [O,Z) .

Ejemplo.- Resolver 2x 2 > 0.solo donde el cociente es positivo: (- 2,0) 0 (2,+ © )
%2 -

Ejemplo.- Resolver Y o .positivo o igual a 0: (- 2,0] 0 (2,+ ® ) .
’-4

x° -

Ejercicio.- Resolver las siguientes inecuaciones:
a)x*—3x>0 b)x’ —x<0 )x*-6<0
d)x*-27<0 e)x’-3x*-3x+120 f)x’+820



2
PAR n3co 1y
x-1 x-2 X
2 _ 2 _ 2 _
N n¥ 1y n 1o
X x-1
X x? 2
520 m 520 =20
2 2x-3 -2
i > > 20
n)xz-l>0 0)x2-4 p)x- :
x? x’- 4 x*-3x
q)ixz_gzo r)x2_920 s) x2-920
x* - 3x x* - 9x x-2
t) x2+92 u) x2-920 v)x2_4_0
Ejercicio.- Resulve las siguientes inecuaciones.:
a)x*+3x°-4x>0 b) x*-2x*-3x* +8x -4 >0
¢) x'-6x’-11x*+96x - 80 <0 d)x* -3x*+2x>0
e)x’-2x*-4x+8>0 f) 2x* + 3x* - 3x* - 2x =<0
g) x*-3x+4x>=0 h) 2x*-x*-5x-2 <0
i) x*+3x°-2x*-12x -8 <=0 j)2x*-7x*+6x>0
K) 5x4 + 10x3 - 45x2 - 10x + 40 <=0 1) 2x3 +9x2 - 27x - 54 <=0
1) 3x3 + 13x% - 59x — 21 <=0 m) 10x3 + 19x2 + 11x + 2>=0
n) 2x3 + 2x2-2x — 2 <=0 fi) 3x 3 - 18x2 + 36x — 24 <=0
0)x¥-3x3-3x 2+ 11x-6 <0 p)x*+3x° —4x <0

q) 2x° +4x* - 2x° —4x* >0 r) 3x°® + 18x° +36x* +24x° > 0
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